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Resumo - Este artigo apresenta uma forma alternativa de geracdo de arvores de prova por tablos.
Denominamos esse método de direto, por causa da caracteristica em que a possivel conclusao é inserida
no tablé inicial sem nega-la. J& o método dos tablés por refutacdo se utiliza da negacdo da possivel
conclusdo. No sistema de tablés por prova direta para a logica classica, cada ramo corresponde
semanticamente a disjuncdo das férmulas que o compdem, e cada tablé equivale semanticamente a
conjuncao de todas essas disjungdes. Em qualquer um dos métodos baseados em tablés para a Légica
Classica, tanto direto quanto indireto, um ramo € considerado fechado se o0 mesmo contiver duas férmulas
contraditérias. No método direto o fechamento de um ramo acarreta a sua validade semantica, a qual por
sua vez implica, no caso do fechamento de todos os ramos, na validade da possivel conclusdo. Ja no
método indireto o fechamento de todos os ramos acarreta a insatisfatibilidade da negacédo da possivel
concluséo, o que por sua vez implica na validade da mesma.

Palavras-chave: Tabld, Sistema de Tablés, Método Direto, Método Indireto, Método da Refutagéo.

Abstract — This article presents an alternative form of generating tree proofs by tableaux, which is
denominated direct, due to the characteristic in which the possible conclusion is inserted in the initial tableau,
without denying it. The tableau method by refutation uses instead the denial of the possible conclusion. In
the tableau system by direct proof for classical logic, each branch corresponds semantically to the
disjunction of all formulas that compose it, and any tableau is semantically equivalent to the conjunction of all
these disjunctions. For each one of the tableau based methods for classical logic, the direct or the indirect
one, a branch is considered closed if the same contains two contradictory formulas. In the direct method the
closure of a branch corresponds to its validity, which implies, in case of closure of all branches, to the validity
of the possible conclusion, whereas in the indirect method the closure of all branches entails the
unsatisfiability of the denial of the possible conclusion, which in its turn implies its validity.

Keywords: Tableau, Tableau System, Direct Method, Indirect Method, Refutation Method.

Introducéo

O conceito de inteligéncia € altamente
complexo para ser bem definido, sendo que as
diversas tentativas de explica-lo sdo em geral
incompletas. Em particular, a inteligéncia artificial
(IA) possui diversas interpretagbes entre a
comunidade cientifica, muitas delas bem
imprecisas e cheias de lacunas. Esta area de
pesquisa tem apresentado um crescimento notavel
nas Ultimas décadas e varias técnicas para a
construgao de algum tipo de inteligéncia foram
desenvolvidas, apesar de serem ainda restritas a
uma pequena parcela da realidade. Dentre essas
técnicas esta a automatizagao do raciocinio, que
utiliza a l6gica na construgao de sistemas aptos a
simular algumas formas de inteligéncia.

A lbgica simbdlica dedica-se ao estudo de
sistemas  formais, através de  métodos
matematicos, que se integram em uma unidade,
uma colecdo de formas de raciocinio, aptas a

interagir entre si de uma forma conjugada, sendo
que a maioria desses sistemas atende a diversas
demandas de possiveis aplicagdes. A énfase do
trabalho completo [1] deu-se nos sistemas
relacionados a Logica Classica, nos niveis
proposicional e quantificacional, pois esta € uma
base de acesso a compreensdo de varios dos
sistemas légicos mais importantes.

Entre os métodos de automatizagdo do
raciocinio podemos citar o método da resolugdo
[2,3], 0 método dos seqlientes de Gentzen [4,5],
e 0 método dos tablés [5,6,7].

O primeiro método, o da resolugéo, perfaz
uma complexa manipulagdo formal inicial das
formulas de entrada. O seu algoritmo principia com
varios procedimentos destinados a reduzir as
formulas dadas inicialmente a outras formulas em



forma prenex’, eliminando-se a seguir todos os
quantificadores existenciais através de um método
dito skolemizagdo, bem como colocando na forma
disjuntiva normal as subférmulas livres de
quantificadores.

O segundo método envolve a manipulagao
formal de certos objetos sintaticos chamados de
sequentes, 0s quais compreendem uma lista de
férmulas, seguida de um sinal separador, sucedida
por uma outra lista de férmulas.

Assim sendo, tanto o método da resolugao
como o método dos sequientes ndo primam pela
simplicidade, pois o0 primeiro envolve uma
complexa manipulagao simbdlica antes do trabalho
central do seu algoritmo correspondente, e o
segundo ndo lida diretamente com férmulas como
objetos sintaticos basicos, mas sim com
sequentes.

J& 0 método dos tablés destaca-se pela sua
inerente simplicidade, pois, ao contrario do método
dos seqUlentes, lida diretamente com férmulas, e,
ao contrario do método da resolugdo, ndo exige
complexos procedimentos iniciais de preparagao
das férmulas envolvidas para que a parte central
do seu algoritmo correspondente seja colocada
em funcionamento.

Neste trabalho mostra-se que, no método
dos tablés, é possivel proceder de uma outra
forma, envolvendo uma analise semantica direta
da conclusdo, sem qualquer refutagdo, e sim
através de uma justificativa direta da validade da
concluséo.

O Método dos Tablos

Um tabl6 € uma arvore de férmulas em uma
dada logica. A partir de uma férmula inicial, a qual
corresponde a uma possivel tese de uma dada
l6gica ou com a sua negacdo, € gerada uma
arvore ou tablé inicial.

Esta arvore é a primeira de uma seqléncia
de arvores, onde cada arvore ndo inicial sucede a
anterior através da aplicagdo de uma regra de
expansdo a um né nao usado ou marcado. Cada
ramo desta arvore em evolugédo pode estar aberto
ou fechado, segundo um critério de fechamento
previamente dado. Ramos fechados ndo crescem
mais, enquanto que os abertos sdo expandidos
através da aplicagcao de regras aos seus nos ainda
ndao usados. Este processo para quando for
encontrado um tabld6 com todos os ramos
fechados, ou quando for encontrado um ramo
aberto em que todos os nés nao usados nao forem
aplicaveis a nenhuma regra. No primeiro caso, se
for constatada a corre¢do do algoritmo com
respeito a logica considerada, entdo a possivel
tese é vdlida, enquanto que, no segundo caso, se

' Uma férmula prenex é uma férmula da forma

Wixq..Whxn P, onde W4,..,W, sdo um dos quantificadores
“V” ou “3”, e P ndo possui quantificadores.

for confirmada a completude do algoritmo, entéo a
possivel tese nao é valida.

Expomos aqui, em contraste com a forma
indireta ou da refutacdo, um método dos tablos por
prova direta. O método dos tablés por refutagao,
cujos principais precursores foram Beth [8] e
Hintikka [9], € um processo algoritmico capaz de
provar um dado teorema pelo insucesso de uma
busca exaustiva de uma interpretagdo que
satisfaca a sua negacdo. De forma semelhante, o
método dos tablos por prova direta também é um
processo algoritmico, mas sua principal diferenca,
em relacdo ao método indireto, esta em provar
uma dada tese de forma direta, ou seja, sem que
seja necessario nega-la.

O método dos tablds direto também consiste
em desenvolver uma arvore de férmulas (tabl) a
partir de um tabld inicial, porém o mesmo contém
a formula correspondente a uma possivel tese, ao
invés da negacdo da mesma.

Na préxima secdo definimos o que vem a
ser um sistema de tablés, de uma forma
independente de um dado sistema légico
particular.

Sistemas de Tablos

Consideramos duas ldgicas, e L e L
respectivamente as suas linguagens,
denominadas respectivamente de linguagem
inicial e linguagem de trabalho. A primeira légica é
aquela para a qual se objetiva construir um
sistema de tablés, enquanto que a segunda é
auxiliar, isto é, a mesma é definida apenas para
facilitar, no caso do método dos tablds, o estudo
da l6gica principal. O processo algoritmico envolve
sempre arvores de formulas de L’, isto é, de
féormulas de uma linguagem da légica auxiliar.

Linguagens de trabalho distintas da
linguagem inicial sdo necessarias em um dos
seguintes casos:

1) o tratamento de quantificadores exige a
inclusdo de uma infinidade de constantes a
linguagem inicial;

2) algumas l6gicas ndo permitem uma andlise
semantica com o uso exclusivo de sua prépria
linguagem.

Um tabld em L’ é uma arvore de nés cujo
conteudo é, no minimo, uma férmula de L’ e um
dos valores booleanos v ou f. Um né é dito estar
marcado se o seu valor booleano for v. Um tablé é
dito finito se ele possuir um nimero finito de nés.

Uma funcédo de inicializacdo para L associa
uma férmula de L a um tableau em L’.

Em diversos sistemas de tablés, a funcao de
inicializagao cria um tablé inicial contendo apenas
um no6. No caso do método direto tal né inicial é
composto pela provavel tese, a menos de
pequenas transformagbes na férmula inicial. Ja no
método por refutagdo o tableau inicial também
possui em muitos casos um unico nd, que contém



a negagao da possivel tese, a menos de eventuais
transformagoes.

Um critério de fechamento (em L’) é uma
funcdo que associa ramos de formulas de L’ a um
dos valores booleanos v ou f. Um ramo em L’ é
dito fechado (com respeito a um dado critério de
fechamento) se o mesmo for associado a v por tal
critério, caso contrario tal ramo é dito aberto (neste
contexto).

Uma regra (em L’) é uma fungdo que
associa cada féormula de L’ e cada ramo em L’ a
uma colecao finita de tablés finitos em L’.

Um sistema de tablés é uma quintupla
ordenada S = (L,L’,I,C,R), onde L e L’ séo
linguagens formais, | € uma funcao de inicializagao
para L, C é um critério de fechamentoem L’ e R é
uma colecédo de regras em L’. Dizemos também
que L é a linguagem inicial de S, L’ é a linguagem
de trabalho de S, | é a funcéo de inicializacao de
S, C ¢ o critério de fechamento de S e R € a
colecéo de regras de S. E dito também que cada
elemento de R é uma regra de S.

Os tablés sdo estendidos através das
regras, ou seja, o crescimento das arvores de
férmulas da-se pela aplicacdo de regras as
férmulas contidas em nés ndo marcados.

Uma extensdo imediata de um tabld T em S
€ um tableau T’ obtido de T marcando-se um né
escolhido de T ainda ndo marcado e aplicando-se
uma regra de S a formula deste nd juntamente
com todos os ramos abertos a que este né
pertence, e colocando-se 0s resultados
correspondentes nos finais de todos estes ramos
abertos.

Um tabld é dito fechado em S se todos os
seus ramos forem fechados em S, caso contrario
tal tabl6 é dito ser aberto em S.

Uma dada féormula de L’ é dita ser aplicavel
em S se existir uma regra em S tal que qualquer
par formado por tal formula e um ramo qualquer
em L’ pertenga ao seu dominio; caso contrario tal
férmula é dita ser excluida em S.

Um ramo em L’ é dito ser exaurido em S se
o mesmo for aberto em S e todos os seus nés que
possuem férmulas ndo excluidas em S estiverem
marcados. Um tablé em L’ é dito ser exaurido
em S se 0 mesmo possuir pelo menos um ramo
exaurido em S.

Uma sequéncia de desenvolvimento de
tablés em S é uma sequéncia (T;)i., de tablés
em S tal que, para cadaiel, se i+ 1€l entdo
Ti. 1 € uma extensdo imediata de T; em S. Uma tal
seqléncia é dita ser completa em S se a mesma
for finita e terminar com um tabl6 fechado em S ou
um tabl6 exaurido em S, ou se a mesma for infinita
e tender para um tabl6 limite exaurido em S.

O tableau inicial para uma formula P da
linguagem inicial de S é o tablé obtido por uma
aplicagao da fungéo de inicializacdo de S a P. Um
tablé T’ é um desenvolvimento de um tablé T em S
se T=T ou se ha uma seqiéncia de

desenvolvimento de tablés em S tal que T precede
T’ nesta seqiiéncia. T é dito ser um tablé para uma
formula P da linguagem inicial de S se T for um
desenvolvimento do tabl6 inicial para P.

Um sistema de tablés S é dito ser correto

com respeito a uma dada l6gica L se, dada uma

formula P em L, houver um tablé fechado para P
em S. S é dito ser completo com respeito a uma
dada légica L se a existéncia de um tabl6 fechado

para P em S implicar na validade de P em L.

Um Sistema de Tabl6s por Prova Direta para a
Légica Quantificacional Classica

Definimos a seguir um sistema de tablos
que demonstramos em [1] ser correto e completo
com respeito a Logica Quantificacional Classica. O
mesmo & denominado aqui de STD (tal sigla vem
de Sistema de Tablés pelo Método Direto).
Sistemas de tablés para algumas légicas nao
classicas foram definidos em [10,11,12].

A linguagem inicial de STD ¢é uma
linguagem de primeira ordem fixa, tal como é
definido em livros-texto de logica [13,14,15]. A
linguagem de trabalho de STD é obtida de sua
linguagem inicial pelo acréscimo de uma infinidade
de novas constantes.

Dada uma férmula P, obtém-se o tabld
inicial para P em STD em trés etapas:

1) obtém-se uma formula P’ de P pela
eliminacdo de todos o0s quantificadores
vacuos de P, ou seja, cada subférmula de P
de uma das formas Vx Q ou Ax Q, tal que x
néo é livre em Q, é substituida por Q;

2) a partir de P’, obtém-se P substituindo-se
todas as variaveis livres em P’ por novas
constantes;

3) finalmente, forma-se o tabld inicial para P
em STD, que é um tabldé possuindo um unico
nd, ndo marcado, cuja formula é P”.

Um ramo é fechado em STD se ele possuir
duas férmulas contraditérias.

STD possui treze regras de expansao, as
quais lidam com todos os tipos de féormulas que
uma linguagem quantificacional da ldgica classica
pode possuir. Todas elas resultam em até dois
novos tablés, que devem ser acrescentados no
final de cada ramo aberto ao qual o nd
considerado pertenca, até ser obtido um tabld
fechado ou um tablé exaurido. No primeiro caso
conclui-se, levando em conta a corregao de STD,
que a férmula inicial é vélida, ou seja, é uma tese
da légica quantificacional classica. No segundo
caso conclui-se, devido a completude de STD, que
a mesma ndo é valida.

Implicacdo (P — Q): Esta regra associa cada
ramo contendo P - Q e a férmula P> Q a um
anico tablé, com um Unico ramo contendo dois nds
nao marcados, cujas férmulas sao
respectivamente —P e Q. Veja a figura 1.
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Figura 1 — Regra da Implicagdo

Conjuncao (P A Q): Esta regra associa cada ramo
contendo P A Q e a formula P A Q a dois tablds,
cada um deles possuindo um Unico ramo contendo
um unico né ndao marcado, cujas férmulas séo
respectivamente P e Q. Veja a figura 2.
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Figura 2 — Regra da Conjuncgao
Disjuncao (P v Q): Esta regra associa cada ramo

contendo Pv Q e a férmula Pv Q a um unico
tablé6 com um Unico ramo contendo dois nés nao
marcados, cujas formulas sao respectivamente P
e Q. Veja a figura 3.
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Figura 3 — Regra da Disjun¢éo

Negacao de Implicacao (—(P — Q)): Esta regra
associa cada ramo contendo —(P—-Q) e a
formula —(P — Q) a dois tablés, cada um deles
possuindo um Unico ramo contendo um Unico nd
ndo marcado, em que a férmula do primeiro é P e
a do segundo é Q. Veja a figura 4.
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Figura 4 — Regra da Negacéao de Implicacao

Negacao de Conjuncao (—(P A Q)): Esta regra
associa cada ramo contendo —(P A Q) e a férmula
—=(P A Q) a um 0nico tabld com um Unico ramo
contendo dois ndés ndo marcados, cujas férmulas
sao respectivamente —P e —Q. Veja a figura 5.
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Figura 5 — Regra da Negacéo de Conjungéo

Negacao de Disjuncao (—(P v Q)): Esta regra
associa cada ramo contendo —(P v Q) e a férmula
—(P v Q) dois tablés, cada um deles possuindo um
Unico ramo contendo um Unico né nao marcado,
em que a férmula do primeiro € —P e a do
segundo € —Q. Veja a figura 6.
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Figura 6 — Regra da Negac¢éo de Disjungéo
Negacao de Negacao (—P): Esta regra associa
cada ramo contendo ——P e a férmula =——P a um

Unico tablé com um Unico ndé ndo marcado cuja

formula é P. Veja a figura 7.
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Figura 7 — Regra da Negacdo de Negacao

Equivaléncia (P & Q): Esta regra associa cada
ramo contendo P < Q e a férmula P <& Q a dois
tablés, cada um deles possuindo um Unico ramo
contendo dois n6s ndo marcados, O primeiro
contendo as formulas —P e Q, e o0 segundo
contendo as férmulas P e —Q. Veja a figura 8.
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Figura 8 — Regra da Equivaléncia

Negacao de Equivaléncia (—(P < Q)): Esta regra
associa cada ramo contendo (P« Q) e a
formula —(P < Q) a dois tablés, cada um deles
possuindo um unico ramo contendo dois nés nao
marcados, o primeiro contendo as férmulas P e Q,
e 0 segundo contendo as formulas —P e —Q. Veja
a figura 9.
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Figura 9 — Regra da Negacao de Equivaléncia

Férmula Universal (VxP): Esta regra associa
cada ramo contendo Vx P e a formula VxP a um
Unico tablé com um Unico n6 ndo marcado, cuja
féormula é P(x/c), obtida da instanciacdo da
variavel x por alguma constante ¢ que ainda nao
figura no ramo considerado. Veja a figura 10.
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Figura 10 — Regra da Férmula Universal

Férmula Existencial (3x P): Esta regra associa
cada ramo contendo Ax P e a férmula IxP a um
tabl6 com um Unico ramo com nds ndao marcados
cujas férmulas sédo P(xfy),....P(xft,), onde
P(x/t),...,P(x/t,) sdo instanciagbes de P por todos
os termos fechados® que figuram no ramo para os
quais P ainda ndo foi instanciado. Veja a figura 11.
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Figura 11 — Regra da Férmula Existencial

Negacdo de Formula Universal (—(Vx P)): Esta
regra associa cada ramo contendo —(VxP) e a
férmula =(Vx P) a um Unico tabldé com um nd nao
marcado cuja férmula é 3x —P. Veja a figura 12.
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Figura 12 — Regra da Negacéao
de Férmula Universal

Negacao de Formula Existencial (—(3x P)): Esta
regra associa cada ramo contendo —(AxP) e
a férmula —3x P a um Unico tabld com um né néo
marcado cuja formula é VX —P. Veja a figura 13.
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Figura 13 — Regra da Negacéo
de Formula Existencial

Exemplo com uma férmula valida em LQC
Dada a formula
PAQVR)&oPAQ)V(PAR),

temos que, conforme a figura 10, hd um tabld
fechado para esta formula em STD, e dai ela é
uma tese em LQC. Esta figura mostra a seqiiéncia
em que os tablds foram desenvolvidos, sendo que,
para cada natural n menor ou igual a profundidade
desta arvore, o seu numeral correspondente foi

2 350 termos que nao contém variaveis.

colocado ao lado da representagdo de cada no
deT, que ndo é n6 deT,;. Esta seqiiéncia
termina com um tabld fechado em STD, e dai esta
férmula é valida em LQC.

PA(QVRI& (P # QV(PAR)0Y

PACQUR)Y P A(QVRY)' Y
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Figura 10 — Exemplo com uma férmula valida
em LQC

Exemplo com uma férmula invalida em LQC
O tabld para a férmula
Pv(QAR) & (PvQ)v(PVR),

exposto na figura 11, possui dois ramos exauridos
em STD, e dai temos que a férmula nao € valida
em LQC.

PV(QAR) &< (PVQ)v(PVR)Y

PV(lQAR) v ABV{QAR)) V
|
'l((P\'fQ)l\-’(PvR))vr (PVQ)v(PVR)Y
P
| ki ﬂ(Q’l‘R)
(QAR)Y PT'QJ PTQV
~(PVQ)V a(PVR)Y pvRY PVR
ra £ 5 !

Q R QO R ll) "Q
"P/"\Q "{}Q -/\R -/\R g "lll
ARV VAV |

I
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Figura 11 — Exemplo com uma férmula invalida

em LQC

Exemplo com uma férmula valida contendo
quantificadores universais

O desenvolvimento de um tabld por prova direta,
exposto na figura 14, para a férmula

Vx(px—qx) » (Vxpx = Vx gx),

nao obedeceu nenhuma ordem pré-definida,
porém fez-se 0 uso de uma ordem mais adequada
para obter o fechamento dos ramos mais
rapidamente. Assim, obtivemos um tablé fechado
para a referida férmula, portanto temos que
Vx(px— qx) » (Vxpx = Vx gx) é uma tese da
Ldgica Quantificacional Classica.
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Figura 14 — Exemplo com uma férmula valida

em LQC
Exemplo com uma férmula invalida contendo
quantificadores existenciais
Cada ramo exaurido de um tabl6 para a formula

Ix (px = qx) = (Ax px - Vx qx)

em STD da uma interpretacdo para a qual todas
as féormulas do ramo sdo falsas e portanto a
férmula inicial nao é valida. A figura 15 exibe o
tabl6 final de uma seqiiéncia de desenvolvimento
completa em STD, o qual possui dois ramos

exauridos abertos. Dai podemos concluir que esta
férmula no é valida em LQC.

Ax(px = gx) T) (Axpx = ¥xqgx) ¥V
= Ix(px I—) gx) v
dxpx > V¥xqgx v

X "(pxl—)qx)\r"
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Figura 15 — Exemplo com uma férmula invélida
em LQC

Consideracoes finais

Definimos neste trabalho sistemas de tablos
para a l6gica quantificacional classica, segundo o
método da prova direta. A principal motivagdo
reside no fato de que todas as referéncias
consultadas classificam o método dos tablés (e o
método da resolugdo) como um procedimento de
prova por refutag@o, o que nao é verdadeiro.

Existem condigbes que um sistema de
tabloés por prova direta deve satisfazer para que o
mesmo seja correto e completo com respeito a
uma légica munida de uma seméantica de
valoragbes, bem como provas de corregdo e
completude levando em conta tais condigdes.
Maiores detalhes estdo em [1].

Esperamos que este texto tenha ajudado o
leitor a romper com a crenga da comunidade
cientifica e académica de que o método dos tablés
é vinculado a refutacdo, o que vimos que nao é
necessario.
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